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При анализе рядов измерений в различных приложениях возникает необходимость убе-

диться в том, что с течением времени не изменились характеристики рассеяния измеряемых ве-
личин, или в том, что точность измерений, проводимых различными лабораториями при анало-
гичных испытаниях, удовлетворяет необходимым требованиям. В этих целях целесообразно ис-
пользовать различные k-выборочные параметрические критерии проверки гипотез об однород-
ности дисперсий (о равенстве дисперсий). Предпосылкой, обусловливающей возможность при-
менения параметрических критериев, является принадлежность анализируемых выборок нор-
мальным законам распределения, что далеко не всегда выполняется. При нарушении предполо-
жения о нормальности распределения статистик параметрических критериев, как правило, 
сильно изменяются, что исключает при проверке гипотез возможность использования классиче-
ских результатов. Лучшие параметрические критерии обладают заметным преимуществом  
в мощности по сравнению с непараметрическими критериями. В условиях нарушения стандарт-
ного предположения о нормальности это преимущество, как правило, сохраняется. 

В работе показывается, как меняются распределения статистик параметрических крите-
риев в условиях нарушения стандартного предположения. Показывается, что с использованием 
имитационного моделирования, опирающегося на метод Монте-Карло, и с соответствующей 
программной поддержкой можно находить распределения статистик применяемых критериев  
в нестандартных условиях, соответствующих конкретным приложениям. Использование ре-
зультатов такого моделирования дает возможность осуществлять корректные статистические 
выводы по применяемым критериям. Рассматривается методика применения параметрических 
критериев однородности дисперсий в условиях нарушения стандартного предположения.  
Методика предусматривает на первом этапе проверку гипотезы о принадлежности анализируе-
мых выборок нормальным законам с использованием совокупности специальных критериев.  
В случае отрицательного результата на втором этапе выбирается закон, описывающий объеди-
ненную выборку. На третьем этапе с использованием результатов моделирования при этом  
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законе формируется вывод по применяемым критериям. Приводятся примеры реализации мето-
дики в рамках разработанной программной системы.  

Ключевые слова: проверка нормальности, критерии проверки однородности, критерии 
однородности дисперсий, непараметрические критерии согласия, распределение статистики, 
ошибки округления, достигнутый уровень значимости, ошибка 1-го рода, ошибка 2-го рода, 
мощность критерия, имитационное моделирование  

ВВЕДЕНИЕ 

При анализе рядов измерений в технических и не только технических при-
ложениях часто возникает необходимость убедиться в том, что с течением вре-
мени не изменились характеристики рассеяния измеряемых величин, или, 
например, в том, что точность измерений, проводимых различными лаборато-
риями при аналогичных испытаниях, удовлетворяет необходимым требова-
ниям. Ответить на возникающие в таких ситуациях вопросы может помочь  
использование статистических методов анализа и, в частности, различных  
критериев проверки однородности. Например, цель межлабораторных сличи-
тельных испытаний заключается в подтверждении того, что «несколько лабо-
раторий при анализе проб дают сопоставимые и достоверные результаты».  
Такие испытания являются очень частой процедурой в метрологии. Примене-
ние критериев проверки однородности (законов распределения, средних, дис-
персий) буквально напрашивается для статистического анализа результатов 
такого рода испытаний. Однако приходится констатировать полное отсутствие 
упоминаний об использовании каких-то критериев однородности в межлабо-
раторных сличительных испытаниях. 

В критериях проверки однородности дисперсий, о которых в данном слу-
чае идет речь, проверяемая гипотеза о равенстве дисперсий k выборок имеет 
вид 

 2 2 2
0 1 2: ... kH       , (1) 

а в качестве конкурирующей может рассматриваться гипотеза  

 
1 2
2 2

1: i iH    , (2) 

где неравенство выполняется, по крайней мере, для одной пары индексов 1 2,  .i i  
Для проверки гипотез вида (1) может использоваться целый ряд парамет-

рических и непараметрических критериев [1].  
Предпосылкой, обусловливающей возможность применения параметри-

ческих критериев однородности дисперсий, является принадлежность анали-
зируемых выборок нормальным законам распределения. При нарушении пред-
положения о нормальности возможность использования классических резуль-
татов для этих критериев полностью исключается, так как распределения  
статистик 0( )G S H  критериев при справедливости 0H  в таких ситуациях  
существенно отклоняются от тех, которые имеют место в случае нормальных 
законов. Это замечание справедливо и для множества других параметрических 
критериев, так или иначе касающихся проверки гипотез, связанных с диспер-
сией. Поэтому перед применением параметрических критериев однородности 
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дисперсий в различных приложениях в качестве обязательной процедуры 
должна рассматриваться проверка принадлежности выборок нормальным  
законам. С этой целью могут использоваться различные непараметрические 
критерии согласия [2], критерии согласия типа 2  [3], а также широкий ряд 
специальных критериев проверки гипотез о нормальности [4]. 

Достаточно длинный перечень параметрических критериев однородности 
дисперсий, имеющийся к настоящему моменту, не в последнюю очередь объ-
ясняется попытками авторов построить устойчивый критерий, сохраняющий 
свои свойства в условиях нарушения стандартного предположения о нормаль-
ности. 

Корректность применения непараметрических критериев, предназначен-
ных для проверки однородности характеристик рассеяния, также обусловлена 
определенными предположениями, о которых редко упоминается в явном 
виде. В частности, предполагается, что анализируемые выборки принадлежат 
одному и тому же закону распределения [5]. Если это оказывается не так, то 
при справедливости проверяемой гипотезы о равенстве дисперсий распределе-
ния статистик этих критериев будут существенно отличаться от тех, которые 
они имеют при выполнении данного предположения [6]. Во-вторых, в ряде 
случаев предполагается равенство математических ожиданий [5]. В таких си-
туациях перед применением соответствующего непараметрического критерия 
для проверки однородности дисперсий приходится соответствующим образом 
преобразовывать выборки. 

Если не учитывать нюансы, то основные итоги приведенного в [1] срав-
нительного анализа мощности параметрических и непараметрических крите-
риев проверки однородности дисперсий можно свести к очевидному факту: 
параметрические критерии имеют значительное преимущество в мощности,  
и это преимущество, как правило, сохраняется в ситуациях, когда анализируе-
мые выборки принадлежат законам, существенно отличающимся от нормаль-
ного. Отсюда вытекает целесообразность реализации возможности примене-
ния в условиях нарушения стандартных предположений (в случае принадлеж-
ности выборок некоторому произвольному закону) именно параметрических 
критериев. 

Цель настоящей работы заключается в том, чтобы, во-первых, продемон-
стрировать, как может решаться эта задача, и, во-вторых, показать, как пред-
лагаемая методика может быть с успехом реализована в программном обеспе-
чении, ориентированном на статистический анализ данных. 

1. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗ 
О РАВЕНСТВЕ ДИСПЕРСИЙ  

В настоящей работе рассмотрено применение только тех k-выборочных 
параметрических критериев проверки однородности дисперсий, которые в ру-
ководстве [1] характеризуются как наиболее перспективные для использова-
ния в приложениях. В это множество входят следующие критерии: Барт-
летта [7], Кокрена [8], Хартли [9], Неймана – Пирсона [10], О’Брайена [11],  
Z-критерий Оверолла – Вудворда [12], модифицированный Z-критерий [13], 
Лайарда [14], Миллера [15], Левене [16]. 
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Статистика критерия Бартлетта [7] вычисляется в соответствии с выра-
жением 
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Статистика критерия Кокрена [8] выражается соотношением 

 
2
max

2 2 2
1 2 k

SQ
S S S


  

, (4) 

где  2 2 2 2
max 1 2max , ,..., kS S S S , 2 , 1,iS i k , – оценки выборочных дисперсий.  

Статистика критерия Хартли [9], применяемого для проверки гипотезы 
об однородности дисперсий, имеет вид  
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где  2 2 2 2
min 1 2min , ,..., kS S S S . 

Статистика критерия Неймана – Пирсона [10] определяется отношением 
арифметического среднего всех оценок дисперсий 2
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Статистика критерия О`Брайена [11] имеет вид 
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Статистика Z-критерия Оверолла – Вудворда [12] определяется выраже-
нием 
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Статистика модифицированного Z-критерия Оверолла – Вудворда [13] 
отличается вычислением величин iс : 
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Статистика критерия Лайарда [14] определяется выражением 

 
 22

2
1

ln
( 1)

k i
i

i

S T
L n




 


∑ , (10) 

где 2

1
( 1)ln ( )

k
i i

i
T n S n k



⎡ ⎤
  ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , 2 2 [1 / ]k n     , взвешенное среднее ко-

эффициентов эксцесса k выборок определяется выражением 

   
2

4 22

1 1 1

1 3
i in nk

i ij i ij i
i j j

n X X X X
n   

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟    ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ . 



60 Б.Ю. ЛЕМЕШКО, С.Б. ЛЕМЕШКО, Е.Ю. ЛОТОЧ 

Статистика k-выборочного варианта критерия Миллера [15], предло-
женная Лайардом [14], имеет вид  
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Статистика критерия Левене [16] имеет вид 
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где iij ijZ X X   , iX   − среднее в i-й выборке; iZ   − среднее ijZ  по  

i-й выборке; Z   − среднее ijZ  по всем выборкам.  
Все вышеперечисленные критерии являются правосторонними: проверя-

емая 0H  гипотеза отклоняется при больших значениях статистик. 
Подробности о распределениях 0( )G S H  статистик S рассматриваемых 

критериев при справедливости проверяемой гипотезы 0H , особенности схо-
димости их к асимптотическим распределениям при их наличии или таблицы 
критических значений, а также оценки мощности критериев относительно раз-
личных конкурирующих гипотез приведены в [1]. 

Напомним, что с проверкой любых гипотез связаны два вида ошибок. 
Ошибка 1-го рода связана с отклонением справедливой проверяемой гипо-
тезы 0H , вероятность которой обозначают ; ошибка 2-го рода – с неотклоне-
нием проверяемой гипотезы, когда справедлива некоторая конкурирующая  
гипотеза, например 1H , вероятность которой обозначают . Мощность соот-
ветствующего критерия относительно 1H  определяется соотношением 1 – .  
Подчеркнем, что в конкретной ситуации (при заданных  и объемах выборок) 
величина мощности критерия представляет собой вероятность отклонения ги-
потезы 0H , когда справедлива гипотеза 1H . 

Как правило, аналитический вид распределений 1( )G S H  статистик кри-
териев при справедливости конкурирующих гипотез 1H  бывает неизвестен. 
Поэтому оценки мощности критериев могут быть найдены только численно  
с использованием методов статистического моделирования.  
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Оценки мощности рассматриваемых критериев однородности дисперсий, 
полученные в условиях выполнения предположения о нормальности при про-
верке гипотезы 0:H  2 2

1 2    в случае k = 2 в зависимости от объемов выборок 

in n  (при заданной вероятности ошибок 1-го рода = 0,1) относительно кон-
курирующей гипотезы 1H : 2 11,1   , представлены в табл. 1. При k = 2 и нор-
мальном законе критерии Бартлетта, Кокрена, Хартли, Фишера [1], Неймана –
 Пирсона и Z-критерий Оверолла – Вудворда эквивалентны по мощности [1]. 
Поэтому в табл. 1 приведены оценки мощности только для критерия Кокрена. 

Как видим, в данном случае группа перечисленных критериев обладает 
некоторым преимуществом в мощности по сравнению с остальными критери-
ями однородности. С другой стороны, из результатов, приведенных в табл. 1, 
очевидно, что критерии Лайарда, Миллера, О`Брайена и модифицированный 
Z-критерий Оверолла – Вудворда образуют другую асимптотически эквива-
лентную группу параметрических критериев. Устойчивый критерий Левене  
в данном случае оказывается на последней позиции. 

Таблица 1 

Table 1 

Оценки мощности критериев однородности дисперсий при = 0,1 относительно 
конкурирующей гипотезы 1 2 1: 1,1H     в зависимости от объемов выборок  

в случае нормального закона при k = 2  

Estimates of the power of the homogeneity of variance tests with = 0,1 relative to the 
competing hypothesis 1 2 1: 1,1H     depending on the sample sizes in the case of the 

normal law with k = 2  

Критерий 
Объемы выборок in n  

10 25 50 100 200 400 600 800 1000 
Кокрена 0,112 0,135 0,173 0,246 0,381 0,602 0,754 0,853 0,914 
Лайарда 0,110 0,133 0,171 0,243 0,379 0,600 0,753 0,852 0,914 
Миллера 0,110 0,132 0,170 0,243 0,379 0,600 0,753 0,852 0,914 
О`Брайена 0,109 0,132 0,170 0,243 0,379 0,600 0,753 0,852 0,914 
Модиф. Z 0,109 0,131 0,170 0,243 0,378 0,599 0,752 0,852 0,914 
Левене 0,110 0,129 0,163 0,228 0,348 0,553 0,704 0,809 0,879 

 
О чем говорят приведенные оценки мощности при = 0,1, например,  

в случае критерия Кокрена? Они говорят, например, о том, что в ситуации 
справедливости гипотезы 1H  при 10in   вероятность отклонения гипотезы 

0H  всего 0,112; при 100in   вероятность отклонения гипотезы 0H  равна 
0,246; при 400in   вероятность отклонения 0,602, при 1000in   вероятность 
отклонения 0,914. То есть при малых in  критерий просто не заметит, что спра-
ведливой является гипотеза 1H , а вероятность ошибки 2-го рода  лишь при 

1000in   оказывается меньше заданной = 0,1.  
Для сравнения укажем, что в такой же ситуации и при справедливости 

более далекой конкурирующей гипотезы 2H : 2 11,2    при объемах выборок 
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100in   гипотеза 0H  будет отклоняться с вероятностью 0,564, а при справед-
ливости 3H : 2 11,5    – с вероятностью 0,991 [1].  

Заметим, что в условиях нарушения предположения о нормальности ана-
лизируемых выборок и симметричности предполагаемого закона при анализе 
двух выборок группа из шести вышеупомянутых критериев остается наиболее 
предпочтительной и эквивалентной по мощности [1]. Но при 3k   эквивалент-
ность по мощности критериев этой группы исчезает и сказывается преимуще-
ство в мощности критерия Кокрена (при нормальном законе и законах с более 
«легкими хвостами», чем у нормального).  

2. ПОВЕДЕНИЕ КРИТЕРИЕВ В УСЛОВИЯХ НАРУШЕНИЯ 
ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ О НОРМАЛЬНОСТИ 

Рассмотрим, как меняются распределения статистик критериев в условиях 
нарушения стандартного предположения, в частности, в случае принадлежности 
выборок обобщенному нормальному закону с плотностью 
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  (13) 

при различных значениях параметра формы 2 . Частными случаями этого за-
кона являются нормальный закон при 2 2   и распределение Лапласа при 

2 1  . На рис. 1 плотности распределения семейства (13) приведены при раз-

личных значениях параметра формы 2 , но при одинаковой дисперсии 2 1.   
 

 
Рис. 1. Плотность распределения обобщенного нормального закона в зависимости  

от значения параметра формы 2  при дисперсии 2 1   

Fig. 1. The density function of the generalized normal law distribution depending  
on the value of the shape parameter 2  with variance 2 1   
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Как правило, в нестандартных условиях распределения статистик крите-
риев проверки однородности дисперсий очень сильно меняются. На рис. 2 по-
казаны распределения статистики Кокрена в случае принадлежности четырех 
анализируемых выборок обобщенным нормальным законам в зависимости от 
значения параметра формы 2  при равных объемах выборок 100.in   Анало-
гичным образом в зависимости от законов, которым принадлежат извлекаемые 
выборки, меняются распределения статистик критериев Бартлетта, Хартли, 
Фишера, Неймана – Пирсона и Z-критерия Оверолла – Вудворда. Несколько 
более устойчивы к нарушению стандартного предположения критерии Лай-
арда и Миллера. В меньшей степени в условиях нарушения стандартного пред-
положения о нормальности меняются распределения статистик критериев Ле-
вене, О`Брайена и модификации Z-критерия Оверолла – Вудворда. Но и в этом 
случае пренебрегать изменением распределений статистик не следует. 

Из картины, показанной на рис. 2, очевидно следующее. Если выборки 
принадлежат закону с параметром формы 2 2,   а мы решим использовать 
классические результаты, касающиеся распределений статистик критериев 
при нормальном законе (при 2 2),   то это приведет к увеличению числа от-
клонений гипотезы 0H  (к увеличению вероятности  ошибок 1-го рода).  
Аналогичное решение в ситуации принадлежности выборок закону при 2 2   
приведет к увеличению вероятности  ошибок 2-го рода. 

 

 
Рис. 2. Распределения статистики критерия Кокрена в случае принадлежности  
четырех анализируемых выборок равного объема 100in   обобщенному нормаль-
ному закону в зависимости от значения параметра формы 2  при справедливости  
                                      гипотезы 0H  о равенстве дисперсий 

Fig. 2. Distributions of the Cochran criterion statistics in the case of belonging of 4 ana-
lyzed samples of equal size 100in   to the generalized normal law depending  
on the value of the shape parameter 2  under the validity of the hypothesis 0H  about  
                                                        the equality of variances 
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Относительно поведения распределений статистик параметрических кри-
териев однородности дисперсий в условиях нарушения стандартных предпо-
ложений необходимо отметить еще один момент. 

В условиях принадлежности выборок нормальным законам асимптоти- 
ческие распределения статистик 0( )G S H  критериев Бартлетта, Лайарда  
и Z-критерия Оверолла – Вудворда не зависят от объемов анализируемых вы-
борок. Но в условиях нарушения этого предположения ситуация может ме-
няться. 

В частности, при симметричных законах с более легкими по сравнению  
с нормальным законом «хвостами» (при различных значениях параметра фор-
мы 2 2  ) характер зависимости 0( )G S H  от размеров in  остается такой же, 
как и при нормальном законе (распределения зависят от in  или не зависят). 

Но в случае принадлежности выборок закону с более «тяжелыми хво-
стами» по сравнению с нормальным законом (при параметре формы 2 2)    
у распределений статистик (например, критерия Бартлетта) проявляется зави-
симость от объемов анализируемых выборок in . Это замечание касается всех 
параметрических критериев однородности дисперсий. В наименьшей степени 
зависимость от in  в такой ситуации проявляется для распределений статистик 
критериев Левене и О`Брайена, относительно устойчивых к нарушению стан-
дартного предположения о нормальности, чуть существенней – для распреде-
лений статистики критерия Миллера.  

Необходимо отметить еще один факт, влияющий на распределения 
0( )G S H  статистик критериев проверки однородности дисперсий как при вы-

полнении стандартного предположения о нормальности анализируемых выбо-
рок, так и в нестандартных условиях. Это касается ошибок округления i , ка-
сающихся соответствующих выборок. Если ошибки округления i  анализи-
руемых выборок имеют один и тот же порядок (равны), то их наличие никак 
не сказывается на распределениях 0( )G S H  статистик. Но в ситуации, когда 
неравенство 

1 2i i    выполняется, по крайней мере, для одной пары выбо-

рок 1 2,  ,i i  распределения статистик правосторонних критериев однородности 
дисперсий сдвигаются в область бо́льших значений статистик. Это следует 
учитывать, применяя критерии. 

Замечание по поводу мощности критериев. При k = 2 и принадлежности 
выборок семейству (13) при различных значениях параметра формы 2  группа 
критериев Бартлетта, Кокрена, Хартли, Фишера, Неймана – Пирсона и Z-кри-
терий Оверолла – Вудворда остается эквивалентной по мощности. При 3k   
ситуация меняется, эквивалентность критериев исчезает, и в стандартной си-
туации преимущество в мощности оказывается за критерием Кокрена. 

В общем случае и принадлежности анализируемых выборок обобщен-
ному нормальному закону с плотностью (13) со значениями параметра формы 

2 2   критерий Кокрена остается наиболее мощным, причем с ростом 2  не-
сколько возрастает мощность всех критериев. Естественно, с уменьшением 2  
мощность критериев снижается, и при 2 2   преимущество в мощности по-
степенно оказывается за критерием Левене. 
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3. ПРИМЕНЕНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ  
В УСЛОВИЯХ НАРУШЕНИЯ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ  
О НОРМАЛЬНОСТИ 

Методика применения параметрических критериев однородности диспер-
сий в общем случае выглядит следующим образом. 

1.  В первую очередь следует проверить гипотезу о принадлежности ана-
лизируемых выборок нормальным законам. Если гипотеза о принадлежности 
нормальному закону каждой из выборок или объединенной выборки не откло-
няется, то при проверке гипотезы об однородности дисперсий опираются  
на классические результаты, связанные с соответствующими критериями. 

2.  Если гипотеза о принадлежности выборок нормальному закону откло-
няется, то следует идентифицировать параметрическую модель закона, т. е. по-
добрать модель, наилучшим образом описывающую совокупность отдельных 
выборок и/или объединенную выборку. Отметим, что достаточно хорошую 
модель можно построить практически всегда, в том числе с построением мо-
дели закона в виде смеси параметрических моделей. 

3.  Проверить гипотезу об однородности с использованием выбранных 
критериев. Эта процедура должна предусматривать интерактивное моделиро-
вание распределений статистик 0( )iG S H  соответствующих критериев, на ос-
нове которых будут вычисляться достигнутые уровни значимости vP  по эти 
критериям. 

Вообще говоря, применение некоторых критериев вынуждает обратиться 
к процедуре интерактивного моделирования распределений статистик для вы-
числения vP  и в условиях принадлежности выборок нормальным законам.  
Как правило, это объясняется следующими причинами. Относительно одних 
критериев известно [1], что реальные распределения статистик этих критериев 
отличаются от указанных в первоисточниках асимптотических распределений. 
Относительно других критериев известно [1], что распределения статистик 
плохо сходятся к асимптотическим. В случае третьих – распределения стати-
стик зависят от объемов выборок in  и вид этих распределений неизвестен,  
а информация о распределениях статистик оказывается представленной лишь 
краткой таблицей критических значений для некоторых in . 

В полном объеме этапы описанной методики реализованы в программной 
системе статистического анализа [17].  

На первом этапе в рамках системы [17] проверить гипотезы о принадлеж-
ности анализируемых выборок и/или объединенной выборки нормальным за-
конам распределения можно, используя 10 непараметрических критериев со-
гласия [2], критерии согласия типа 2  Пирсона и Никулина – Рао – Робсона [3],  
а также почти 40 специальных критериев, ориентированных только на про-
верку нормальности [4]. 

На втором этапе при идентификации параметрической модели закона, хо-
рошо согласующейся с выборкой, объединяющей все сравниваемые выборки, 
можно опереться на непараметрические критерии согласия и критерии согла-
сия типа 2 . В программной системе [17] для описания законов наблюдаемых 
случайных величин встроена возможность выбора модели из множества, пред-
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ставляющего собой совокупность более чем 30 параметрических моделей за-
конов. В системе предусмотрена также возможность построения моделей  
в виде смесей законов. Поэтому всегда можно подобрать модель, отвечающую 
требуемым качествам. 

Более подробно третий этап методики применения параметрических кри-
териев однородности дисперсий, в том числе в условиях нарушения стандарт-
ного предположения о принадлежности выборок нормальному закону, рас-
смотрим на примере его реализации в программной системе [17]. Применение 
критериев определяется следующим порядком действий (рис. 3). 

1.  В меню «Действия» главного окна системы [17] выбирается «Проверка 
однородности дисперсий». 

2.  В окне «Однородность дисперсий» последовательно выполняются сле-
дующие действия: 

–  загружается множество анализируемых выборок; 
–  указывается, относительно каких выборок будет проверяться гипотеза 

об однородности дисперсий. 
3.  Указывается, с использованием каких критериев будет проверяться эта 

гипотеза. 
 

 

Рис. 3. Последовательность действий при использовании критериев однородности 
дисперсий в программной системе [17] в условиях нарушения стандартного предпо- 
                     ложения о принадлежности выборок нормальным законам  

Fig. 3. The sequence of actions when using the criteria of homogeneity of variances  
in the software system [17] under conditions of violation of the standard assumption  
                                        of the samples belonging to normal laws 
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4.  Если на 1-м этапе методики применения гипотеза о принадлежности 
анализируемых выборок нормальным законам не была отклонена, то сразу  
переходим к п. 8 «Проверить». В этом случае проверка по умолчанию осу-
ществляется в условиях принадлежности выборок нормальным законам.  
В противном случае выбираются «Параметры». 

5.  В открывшемся окне загружается перечень законов распределения  
и выбирается тот, который на 2-м этапе реализуемой методики оказался хоро-
шей моделью для объединенной выборки.  

6.  Задаются параметры этого закона. 
7.  Закрывается окно «Параметры». 
8.  Выбирается «Проверить». 
9.  В открывшемся окне «Результаты проверки гипотезы» (рис. 4) выби-

раем «Инструменты», а в открывшемся окне «Параметры моделирования»  
задаем число экспериментов методом Монте-Карло и число потоков для рас-
параллеливания процесса моделирования. Если анализируемым выборкам со-
ответствуют различные ошибки округления i , 1,i k , то их можно задать, 
указав «Использовать преобразование».  

 

 

Рис. 4. Задание параметров моделирования при вычислении оценок достигнутых 
уровней значимости vP  по применяемым критериям  

Fig. 4. Setting the simulating parameters when calculating the estimates of the achieved 
significance levels vP  according to the applied criteria 
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10.  Закрываем окно «Параметры моделирования» и запускаем процесс 
моделирования. 

Полученные в результате моделирования оценки vP  по соответствующим 
критериям выдаются в окне «Результаты проверки гипотезы» (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Оценки достигнутых уровней значимости vP  по применяемым критериям,  
полученные в результате моделирования  

Fig. 5. Estimates of the achieved significance levels vP  according to the applied criteria, 
obtained as a result of simulating 

Рассмотрим два демонстрационных примера с использованием рассмот-
ренной методики в рамках программной системы статистического ана-
лиза [17]. Примеры затрагивают применение параметрических критериев од-
нородности дисперсий как в условиях выполнения стандартного предположе-
ния о нормальности анализируемых выборок, так и применение в условиях 
нарушения этого предположения. Примеры касаются использования k-выбо-
рочных критериев в ситуации справедливости проверяемой гипотезы 0H  о ра-
венстве дисперсий. 

Пр и м е р  1 . В соответствии с законом семейства (13) с параметрами 
формы 2 0,75  , масштаба 1 0,38578   и сдвига 0 0   были смоделиро-
ваны четыре выборки, каждая объемом 100.in   При таком законе каждой вы-
борке соответствует дисперсия 2 1.i   Эмпирические распределения, соответ-
ствующие этим выборкам, приведены на рис. 6. 

Вычисленные значения статистик применяемых критериев, полученные 
при проверке гипотезы о равенстве дисперсий этих четырех выборок, приве-
дены во втором столбце табл. 2.  

Достигнутые уровни значимости _v normP , полученные в предположении 
о принадлежности выборок нормальному закону в результате интерактивного 
моделирования при числе экспериментов метода Монте-Карло 610N  , при-
ведены в третьем столбце табл. 2. 

В данном случае известен закон распределения, которому подчиняются 
выборки, так как именно в соответствии с ним моделировались выборки. До-
стигнутые уровни значимости vP , полученные в результате интерактивного 
моделирования в условиях принадлежности выборок этому закону с тем же 
числом экспериментов, приведены в четвертом столбце табл. 2.  
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Рис. 6. Эмпирические распределения четырех выборок, смоделированных в соответ-
ствии с обобщенным нормальным законом с параметрами формы 2 0,75,   мас-

штаба 1 0,38578   и сдвига 0 0,0   

Fig. 6. Empirical distributions of four samples simulated according to a generalized normal 
law with shape 2 0,75,   scale 1 0,38578,   and shift 0 0,0   parameters 

Допустим, закон распределения неизвестен. Проверка принадлежности 
данных четырех выборок нормальным законам по ряду критериев согласия во 
всех случаях привела к отклонению гипотезы о нормальности. 

В процессе идентификации закона, хорошо согласующегося с объединен-
ной выборкой, остановились на законе семейства (13) с параметрами формы 

2 0,7629,   масштаба 1 0,3950   и сдвига 0 0,01145.    Достигнутые 
уровни значимости _v realP , полученные в результате моделирования в пред-
положении о принадлежности выборок этому закону, приведены в пятом 
столбце таблицы. 

Так как в табл. 2 для большинства критериев _v realP > _v normP , то можно 
говорить о том, что в нестандартной ситуации данного примера (в случае 

2 2)   использование классических результатов, касающихся применяемых 
критериев и имеющих место в предположении о нормальности, приводит  
к увеличению ошибок 1-го рода. Для критерия Кокрена этот вывод подтвер-
ждается поведением распределения его статистики, показанным на рис. 2.  

 
Пр и м е р  2 . В данном случае четыре выборки объемом 100in   с дис-

персией 2 1i   также были смоделированы в соответствии с семейством (13), 
но с другими параметрами: формы 2 10  , масштаба 1 0,783285   и сдвига 

0 0  . Эмпирические распределения этих выборок приведены на рис. 7.  
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Таблица 2 
Table 2 

Результаты проверки гипотезы об однородности дисперсий при 100,in    
справедливости гипотезы 0H , k = 4 в случае принадлежности выборок  

семейству (13) при значении параметра формы 2 = 0,75  

Results of testing the hypothesis of homogeneity of variances for 100,in   the validity 
of the hypothesis 0H , k = 4 in the case of samples belonging to the family (13) with 

the value of the shape parameter 2 = 0,75  

Критерий Статистика _v normP  vP  _v realP  

1 2 3 4 5 
Кокрена 0,3097 0,123 0,614 0,604 
Бартлетта 11,373 0,010 0,406 0,392 
Хартли 1,8482 0,013 0,415 0,402 
Неймана – Пирсона 1,0293 0,010 0,406 0,392 
Z-критерий ОВ 3,7069 0,011 0,415 0,401 
Лайарда 3,0943 0,397 0,480 0,477 
Миллера 0,8984 0,433 0,486 0,484 
О`Брайена 0,7203 0,544 0,572 0,571 
Модиф. Z-критерий ОВ 0,6270 0,575 0,529 0,528 
Левене 1,0871 0,358 0,379 0,378 

 

 

Рис. 7. Эмпирические распределения четырех выборок, смоделированных в соответ-
ствии с обобщенным нормальным законом с параметрами формы 2 10,   масштаба 

1 0,783285   и сдвига 0 0,0   

Fig. 7. Empirical distributions of four samples simulated according to a generalized normal 
law with shape 2 10,   scale 1 0,783285,   and shift 0 0,0   parameters 
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В данном случае объединенная выборка также хорошо описывается зако-
ном семейства (13) с параметрами формы 2 9,5272,   масштаба 1 1,75549    
и сдвига 0 0,3257.     

Аналогично предшествующему примеру по всем критериям однородно-
сти дисперсий получены значения статистик и достигнутые уровни значимо-
сти _v normP , vP , _v realP , которые представлены в табл. 3.  

Таблица 3 

Table 3 

Результаты проверки гипотезы об однородности дисперсий при 100,in    
справедливости гипотезы 0H , k = 4 в случае принадлежности выборок  

семейству (13) при значении параметра формы 2 = 10  

Results of testing the hypothesis of homogeneity of variances for 100,in   the validity 
of the hypothesis 0H , k = 4 in the case of samples belonging to the family (13) with 

the value of the shape parameter 2 = 10  

Критерий Статистика _v normP  vP  _v realP  

1 2 3 4 5 
Кокрена 0,2743 0,739 0,457 0,460 

Бартлетта 1,0440 0,790 0,507 0,510 

Хартли 1,2181 0,761 0,461 0,464 

Неймана – Пирсона 1,0026 0,790 0,507 0,510 

Z-критерий ОВ 0,3513 0,790 0,507 0,510 

Лайарда 2,3332 0,524 0,505 0,505 

Миллера 0,7415 0,519 0,509 0,509 

О`Брайена 0,7739 0,513 0,503 0,503 

Модиф. Z-критерий ОВ 0,7153 0,519 0,506 0,507 

Левене 1,1080 0,350 0,348 0,348 
 
Как можно судить по выполнению неравенства _v realP < _v normP , исполь-

зование при проверке в критериях классических результатов при 2 2    
приводит к увеличению вероятности ошибок 2-го рода. Это согласуется  
с картиной, представленной на рис. 2 для распределений статистики критерия  
Кокрена в случае принадлежности выборок различным законам семейства (13). 

В табл. 4 представлены полученные оценки мощности критериев при объ-
емах выборок 100,in   когда при проверяемой гипотезе 0H  все 1, 1,4.i i    
При конкурирующей гипотезе 1H  равные дисперсии имеют только первые три 
выборки, т. е. 1, 1,3i i   , а в случае четвертой выборки 4 11,1   .  
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Таблица 4 

Table 4 

Оценки мощности критериев однородности дисперсий при  = 0,1, k = 4, 100in   
относительно конкурирующей гипотезы 1H : 4 1= 1,1   в случае  

принадлежности выборок семейству (13)  

Estimates of the power of the homogeneity of variances tests  = 0,1, k = 4, 100in   
relative to the competing hypothesis 1H : 4 1= 1,1   in the case of samples  

belonging to the family (13) 

Критерий 
Семейство распределений (13) 

2 0,75   2 2   2 10   

Кокрена 0,127 0,246 0,446 
Бартлетта 0,131 0,233 0,397 
Хартли 0,130 0,228 0,390 
Неймана – Пирсона 0,131 0,233 0,397 
Z-критерий ОВ 0,131 0,235 0,400 
Лайарда 0,132 0,226 0,393 
Миллера 0,130 0,226 0,395 
О`Брайена 0,136 0,236 0,404 
Модиф. Z-критерий ОВ 0,132 0,231 0,403 
Левене 0,148 0,217 0,290 

 
Приведенные примеры демонстрируют возможность применения пара-

метрических критериев однородности дисперсий как в условиях стандартного 
предположения о нормальности, так и в условиях его нарушения, что обеспе-
чивает корректность статистических выводов.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Применение некоторых параметрических критериев проверки однород-
ности дисперсий даже в условиях принадлежности выборок нормальным зако-
нам связано с определенными проблемами. Реальные распределения статистик 
одних критериев отличаются от указанных асимптотических распределений, 
распределения статистик других критериев плохо сходятся к асимптотиче-
ским, распределения статистик третьих зависят от объемов выборок и пред-
ставлены лишь краткими таблицами критических значений. Очевидно, что это 
отражается на качестве формируемых статистических выводов. 

При нарушении предположения о нормальности распределения статистик 
параметрических критериев, как правило, сильно изменяются, что исключает 
возможность использования классических результатов даже в случае так назы-
ваемых устойчивых критериев. 

В то же время лучшие параметрические критерии обладают заметным 
преимуществом в мощности по сравнению с непараметрическими критериями, 



Применение параметрических критериев однородности дисперсий…  73 

и это, как правило, сохраняется в нестандартных условиях реальных прило-
жений. 

Рассмотренная методика, предусматривающая идентификацию закона, 
описывающего объединенную выборку, и последующее использование най-
денной модели закона при имитационном моделировании, нацеленном на 
определение реальных распределений статистик (и оценку vP ) для применяе-
мых критериев, позволяет обеспечить корректность статистических выводов  
в нестандартных условиях различных приложений.  

Таким образом, в работе показана и реализована возможность коррект-
ного применения параметрических критериев однородности дисперсий в ситу-
ации нарушения стандартного предположения о принадлежности выборок 
нормальным законам распределения. Программная система [17], обеспечива-
ющая такие возможности, находится в открытом доступе. 
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Abstract 
When analyzing measurement series in various applications, it becomes necessary to en-

sure that the scattering characteristics of the measured quantities have not changed over time, or 
that the accuracy of measurements carried out by different laboratories in similar tests meets the 
necessary requirements. For these purposes, it is advisable to use various k-sample parametric 
criteria for testing hypotheses about the homogeneity of variances (about the equality of vari-
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ances). The prerequisite for the possibility of using parametric criteria is that the analyzed sam-
ples belong to normal distribution laws, which is not always the case. When the assumption of 
normal distribution of statistics is violated, parametric criteria usually change significantly, 
which excludes the possibility of using classical results when testing hypotheses. The best para-
metric tests have a significant advantage in power over nonparametric tests. This advantage is 
usually retained when the standard assumption of normality is violated. 

The paper shows how the distributions of parametric test statistics change under conditions 
of violation of the standard assumption. It is shown that using simulation modeling based on the 
Monte Carlo method and with appropriate software support, it is possible to find the distributions 
of the statistics of the applied criteria under non-standard conditions corresponding to specific 
applications. The use of the results of such modeling makes it possible to make correct statistical 
conclusions based on the criteria used. The methodology of applying parametric criteria of ho-
mogeneity of variances under conditions of violation of the standard assumption is considered. 
The method involves, at the first stage, testing the hypothesis about the belonging of the analyzed 
samples to normal laws using a set of special criteria. In case of a negative result, at the second 
stage a law is selected that describes the combined sample. At the third stage, using the results of 
the modeling under this law, a conclusion is formed based on the applied criteria. Examples of 
the implementation of the methodology within the framework of the developed software system 
are given. 

Keywords: normality check, homogeneity tests, tests of homogeneity of variances, non-
parametric goodness-of-fit tests, distribution of statistics, round-off errors, achieved significance 
level, error of the 1st kind, error of the 2nd kind, power of test, simulation 
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